Zur Populationsdynamik der Hreng
Eine Einflhrung in die Modellrechnungen von Lich Oulemm, a.c.c. 1078

Seit Gij und Chad Luivens um das Jahr 500 a.c.c. die Hrengeng erforschten, gab die er-
staunlich grol3e Stabilitat der Hrengpopulationen Rétsel auf. Ein Hrengstamm wuchs,
selbst wenn Uber Jahrzehnte duRerst glinstige Bedingungen herrschten, nicht an, und soll-
ten ihn verheerende Stiirme oder Uberschwemmungen heimsuchen, erreichte er bald wie-
der die urspringliche Kopfzahl — um dann auf diesem Niveau zu stagnieren. Flottenange-
horige, die Pulaster erleben, neigen noch heute dazu, sich mit zum Teil aberwitzigen Spe-
kulationen das Ratsel zu erklaren: Die zwittrigen Hrengeng sollen, sobald der Stamm die
Sollstérke erreicht, wahlweise jegliche Lust an der Fortpflanzung verlieren — oder in
Springlings-Kannibalismus verfallen!

Die Hrengologen dagegen entwickelten, ausgehend von den ersten Abschétzungen
Regiopaludas aus dem Jahr 618 a.c.c., im Verlaufe der Jahrhunderte mehr oder weniger
komplexe populationsdynamische Modelle, um dem Rétsel auf den Grund zu gehen. Al-
lerdings begann lange Zeit das Problem bereits bei der genauen Datenerfassung. Hrengeng
wechseln bekanntlich hdufig den Namen, und daher war in den ersten Statistiken ein- und
dasselbe Individuum oftmals mehrfach vertreten. Erst ein satellitengestiitztes Monitoring,
kombiniert mit ausgefeilten statistischen Methoden und Simulationsrechnungen, lieferte
spater die fur eine Entwicklungsplanung Pulasters notwendigen Daten und Prognosen.

1. Modellgrundlagen

Im folgenden sollen einfache Modellansatze fur die Populationsdynamik der Hrengeng
umrissen und Auswirkungen der von den Hrengeng benutzten Kontrollmechanismen quali-
tativ erdrtert werden: Wie kommt es zu Wachstum oder Stabilit4t?

Um einen ersten Eindruck von der Populationsdynamik zu gewinnen, wollen wir
uns mit einfachen Modellbetrachtungen wie schon die Luivens an sogenannten Lifetable-
Modellen orientieren.

Prinzipiell waren fiir die Populationsdynamik der Hrengeng samtliche Einfllisse
sowohl aus der Umwelt als auch aus der Population selbst zu beriicksichtigen: Mortalitét
der Hrengeng in Abhéngigkeit vom Alter, Fertilitat der Hrengeng ebenfalls in Abhéngig-
keit vom Alter, zudem die Migration von Hrengeng aus einem vorgegebenen Territorium
heraus oder in dieses hinein — und dies alles abhangig von der Jahreszeit und von klimati-
schen Einflissen, gegebenenfalls von sozialen Faktoren wie der Dichte der Hrengpopula-
tion, vom Erndhrungszustand, Krankheiten und eventuell sogar von der genetischen Aus-
stattung ... Von allen Details bis auf Mortalitat und Fertilitdt wollen wir in unserem auf
das Notwendigste reduzierten Modell abstrahieren. Fir unsere sehr groben Betrachtungen
setzen wir voraus, daf? in unserem Modell drei zentrale zeitliche GroRien fir alle Hrengeng
gleich und zeitlich konstant sind:

E Die Eireifungszeit bezeichnet den Zeitraum von der Eiablage bis zum Schltipfen
des Springlings-Hrengs (,,Schliipfling®).

S Die Springlingszeit gibt die Anzahl der Jahre an, bis ein aus dem Ei geschlupftes
Hreng geschlechtsreif wird.

\Y/ Die Vollhrengzeit ist die Anzahl der Jahre, die ein Hreng fruchtbar ist (beginnend
bei S). S + V bezeichnet dann das Alter, an dem die altersbedingte Sterilitat des
Hreng (durch Verdden der Ovarien) einsetzt.



D Das maximale Alter, das ein Hreng erreichen kann.
Entsprechend gilt D > S+ V.

2. Zeitlich diskretes Modell

Im zeitlich diskreten Modell werden die Hrengeng in Altersklassen (Jahreskohorten) einge-
teilt. Eine Kohorte umfal3t also samtliche Hrengeng eines Jahrgangs, sozusagen alle Nest-
linge eines Jahres.

na(t) Der Umfang der Altersklasse ist also die Anzahl der Hrengeng, die im Jahr t genau
a Jahre alt sind.

Fa(t) Die Schlupfwahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 ein Hreng mit dem
Alter a im Jahr t einen lebenden Nachkommen (Schlipfling) hervorbringt, also eine
Einheit zu ny(t+1) beitragt. Fir a < S betrégt F,(t)=0. In F flielen u. a. Ovipositi-
onsrate und Mortalitét der Eier, einschliel3lich der Populationskontrolle der Hren-
geng durch die Wachter ein.

N. B.: Im diskreten Modell mit seinen Jahresabstédnden setzen wir vereinfachend
E = 0. Da ein Hreng pro Jahr hdchstens ein Ei legt, gilt zudem F,(t) < 1.

Pa(t)  Die Uberlebenswahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Hreng
des Alters a das Jahr t Giberlebt, d. h. von der Altersklasse n,(t) in die nachsthohere
Altersklasse n,.1(t+1) aufrickt. Damit wird die gesamte Mortalitat der Hreng er-
falit.

Im diskreten Lifetable-Modell 1463t sich die Dynamik der Population in Form einer
Markov-Kette beschreiben:

n(t+1) = M(t) - n(t)

Dabei ist n(t) der Vektor ny(t) ... np(t) der Anzahlen der Hrengeng in Altersklasse i und
vom Alter t; aus technischen Grunden setzen wir voraus, dal3 der Vektor die Dimension D,
entsprechend dem maximalen Alter eines Hreng, hat. Folglich besitzt die Matrix M die
Dimension D - D. Die Matrix M(t) umfal3t sowohl die Schlupfwahrscheinlichkeiten F(t)
als auch die Uberlebenswahrscheinlichkeiten P4(t) und besitzt aufgrund der Definition der
genannten Grofen folgende Gestalt:
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Fur unsere Modellbetrachtungen wiirde es im Grunde geniigen, daR wir uns auf die Hren-
geng im reproduktionsfédhigen Alter beschranken; die Matrix hatte entsprechend die Di-
mension (S + V) - (S + V). Dieses Modell ist jedoch trotz seiner einfachen und geschlos-
senen Form fur unsere weiteren Zwecke unhandlich; wir mifiten fur Stabilitatsbetrachtun-
gen Aussagen uber die Eigenwerte der Matrix M (t) ableiten, zudem mufiten wir auch eine
zeitliche Konstanz vom M voraussetzen.

N. B.: Die Population ist per definitionem dann stationar (d. h. zahlenmé&Rig stabil
mit gleichbleibender Altersverteilung), wenn n(t + 1) = n(t) gilt. Daher mifite
n(t) - I = M(t) - n(t) gelten mit der Einheitsmatrix I; folglich ware n(t) ein Ei-
genvektor von M (t). Die Population ist nur fiir Eigenwerte der Matrix mit Realteil
Re(A) = 1 stabil; fur Realteil Re(4) > 1 ergibt sich unbeschranktes Wachstum,
sonst Abnahme. Hier sind jedoch Stabilitétsbetrachtungen anhand der Eigenwerte
von M(t) = const. uninteressant, weil die flr Hrengeng typische Populationskon-
trolle tber die Populationsdichte dabei ausgeschlossen wird.

Zwar konnen wir annehmen, dal? sich die Umweltbedingungen im Mittel vieler Jahre nicht
andern, doch damit haben wir noch keine Konstanz von M(t) garantiert, denn iber P,(t)
und mehr noch tber F,(t) flieBt in M(t) auch die Populationsdichte der Hrengeng ein —
also n selbst! Wir haben somit einen Dichteeffekt in der Uberlebenswahrscheinlichkeit und
vor allem in der Schlupfrate. Das Modell ist insofern nur scheinbar linear.

3. Zeitkontinuierliches Modell

Einen bequemeren Zugang zu Stabilitadtsabschatzungen verschafft uns ein zeitkontinuierli-
ches Modell. Dies ist zwar insofern unrealistischer, als es eine standige Reproduktion der
Hrengeng unabhangig vom Jahreszyklus voraussetzt, es ist jedoch mathematisch deutlich
besser handhabbar.

Sei

r(a,t)  die Dichteverteilung der Population fir den Altersparameter a und Zeit t

m(a,t) die Mortalitatrate von Hrengeng im Alter a zum Zeitpunkt t

f(a,t)  die Reproduktionsrate von Hrengeng im Alter a zum Zeitpunkt t — dazu
muss die Eiablage aber bereits zum Zeitpunkt t — E erfolgt sein. Die Re-
produktion bezieht sich also in der Dichteverteilung der Population auf den
retardierten Term r(a, t — E). Wiederum ist vorauszusetzen f(a, t) = 0 fir
a<s.

Wir wollen nun bei vorausgesetzter Reproduktionsrate f(a, t) und vorgegebener Mortali-
tatsrate m(a, t) die Dichteverteilung der Population r(a, t) — und speziell Bedingungen fur
eine stationare Dichteverteilung (stabile Altersstruktur) — ermitteln. Im linearen Ansatz gilt
flir den reinen Sterbeprozel3 folgendes kontinuierliche Modell:

&) r(at) + ra(at) = —m(a, t) - r(a,t)

Die Indizes bedeuten partielle Differentiation nach t bzw. a. Zudem fungiert die vorgege-
bene Anfangspopulationsdichte als Anfangsbedingung:

AB r(a,0) = r(a)



Als Randbedingung fungiert die Gleichung flr die Reproduktion:

S+V

RB r(0,)= [ f(x,t) - r(xt - E)dx

Das bedeutet: Die Dichte der Schlipflinge (0, t) ergibt sich als Integral (uber alle Hren-
geng im reproduktionsfahigen Alter) der Reproduktionsrate multipliziert mit der Populati-
onsdichte retardiert um die Zeit E, die die Eier zum Reifen bendtigen.

Die allgemeine Losung der Gleichung (*) besitzt die Gestalt

1) r(a,t) = R(t—a) U(a,t) mit
U(a,t) = exp{— foam(x, t —a) dx}

wovon man sich durch Einsetzen in die in Gleichung (*) uberzeugen kann. U(a, t) kann als
integrierte (,,aufmultiplizierte*) Uberlebensrate bis zum Alter a zum Zeitpunkt t, ausge-
hend vom retardierten Startzeitpunkt t — a, interpretiert werden. Die Bedeutung der Funk-
tion R(t) erhellt sich, wenn wir in (1) a = 0 setzen. Dann folgt U(0,t) = 1 per defi-
nitionem von M und somit

R(t) = 1(0,0)

Damit kdnnen wir R(t) als die auf das Alter 0 ,,heruntergerechnete” Gesamtreproduktions-
rate zum Zeitpunkt t interpretieren. Indem wir (1) in die Randbedingung (RB) einsetzen,
ergibt sich eine lineare retardierte Faltungsintegralgleichung fiir die Bestimmung von R(t):

) R(t) = r(0,6) = [ f(x,t)-R(t —E —x) - U(x,t — E) dx

Um eine Bedingung fiir eine stationdre Hrengpopulation — Dichte zeitlich konstant:

r(a,t) = 0 — zu finden, sind wir zu einer Naherung gezwungen: Wir nehmen an, daf die
Mortalitat bzw. Uberlebensrate zwar vom Alter abhangig, doch zeitlich (hinreichend) kon-
stant ist, also insbesondere keinem ausgepragten jahreszeitlichen Wechsel gehorcht:

(V1) m(a,t) = m(a) und folglich U(a,t) = U(a).
Unter dieser Voraussetzung ist ry(a,t) gemaR (1) nur dann Null, wenn zusétzlich
(V2) R(t) = r(0,t) = const.

gilt, was einer konstanten Schlupfrate entspricht. Dies ist nach (2) genau dann der Fall,
wenn

S+V

©) Z=[""fxUx =1
gilt, d. h. auch die Reproduktionsrate muf3 zeitlich konstant sein: f(a,t) = f(a).

N. B.: Unter den Annahmen (V1) und (V2) hédtten wir auch sofort den reinen Ster-

beprozel (*) fir r; = 0 als gewohnliche Differentialgleichung ry(a) = —m(a) - r(a)
mit 7(0) = [, SS+V f(x) - r(x) dx als Integrationskonstante ansetzen kdnnen.



Die GroRe Z 1&Rt eine einfache Interpretation zu:

- Fdr Z > 1 werden mehr Individuen geboren als sterben, die Population wéchst
unbegrenzt.
- FOr Z < 1 schwindet sie hingegen dahin.

Z berucksichtigt genau das Verhaltnis von Reproduktion f zu (zeitlich diskontierter und
iiber alle Alter integrierter) Uberlebensrate U bzw. Mortalitat.

Unser einfaches Sterbe- und Reproduktionsmodell erfat allerdings gerade auf-
grund seiner Linearitat den Populationskontrollmechanismus der Hrengeng nicht. Dieser
aber kann in seiner Wirkung so beschrieben werden, daf die Hrengpopulation — auf welche
Weise auch immer — Z , mi3t*“ und fur Z > 1 die Reproduktionsrate f und damit Z senkt,
entsprechend fiir Z < 1 erhoht.

Fur konstante Reproduktionsrate und Mortalitdt f(a) = f und m(a) = m ergibt sich
Z = f/m-exp(—m-S)-(1-exp(—m-V))

und wenn wir zusatzlich keine altersbedingtes Reproduktionsende der Hreng annehmen
(V = o) noch einfacher

Z = f/m- exp(—m-S)

Es entscheidet damit das Verhaltnis von Reproduktionsrate f zum ,,diskontierten* Sterbe-
term m-exp(m-S).

4. Ein Beispiel

Nehmen wir an, in einer Hrengpopulation endet das Springlingsalter mit zehn Jahren und
die Wahrscheinlichkeit, daf ein Hreng wahrend eines Jahres stirbt, betragt fiinf Prozent,
oder anders ausgedriickt: ein Hreng von zwanzig tberlebt das Jahr nicht. Im Prinzip aber
kann ein Hreng mit viel Gluck sehr, sehr lange leben und jedes Jahr ein Ei legen (V' = ).
Damit haben wir folgende Parameter

S =10 und m = 0,05
Daraus ergibt sich
m-exp(m-S) = 0,082

Soll die Population stabil sein, muR Z = 1 gelten. Und daraus folgt: f = 0,082 .

Also darf nur aus etwa jedem zwdlften Ei ein Schllpfling hervorgehen. Oder anders
herum betrachtet: Ein Hreng wird im Verlaufe seines Lebens durchschnittlich zwolf Eier
legen. Nur ein einziges Mal darf ein Junges schliipfen, das einmal seinen Platz einnehmen
wird. Kurzum:

,,Eier missen sterben!*

Nach der Erstfassung von ,,Alles iiber Pulaster von Ende 1984 und der Uberarbeitung aus
dem Jahr 1988.



